
單元 9： 隨機變量、離散及連續概率分佈 
 
特定目標： 
1. 能夠求出離散和連續概率分佈的期望值及方差。  
2. 學習二項分佈和常態分佈及其日常應用。 
3. 認識獨立常態變量綫性組合的性質。 
 

內容  
時間  
分配  教學建議  

9.1 隨機變量 

(a) 離散概率函數 
6  教師可用簡單的例子介紹隨機變量，如擲毫 (間斷隨

機變量) 及電燈泡的壽命 (連續隨機變量)，使學生對此有
一初步的認識。 
 
 教師可用擲兩枚硬幣的例子介紹離散概率函數 ( )f x
為 ( ) ( )f x P X x= = ，其中 X 是一個離散隨機變量，x 是
一個隨機變量的數值。 
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 X (擲得正面的數目) 是一個離散隨機變量，其數值可
等於 0、1 或 2。 
 
 教師須強調以下的情況： 
 
        及  ( ) 0f x ≥ ( ) 1f x∑ =
 
 同時亦要提醒學生，大楷 X 是隨機變量的記號，而小
楷 x 是隨機變量的可能數值。 
 
 以下是另一離散隨機變量的例子。 
 
 例 
 
 擲一骰時，X 為投到六點的次數。 
 
 它的離散概率函數 ( )f x  是 
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6 6

x
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−
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內容  
時間  
分配  教學建議  

   
 

 明顯地， 
1

1
6( ) ( ) 151

6
x

f x P X x
∞
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∑ = = =
−

∑ =  

 
 以綫條圖或組織圖來表示離散概率函數，更能幫助學

生了解此概念。 
 

 

 (b) 概率密度函數   在此階段，學生應已相當了解離散概率函數，

教師可將此概念伸延至連續隨機變量，從而介紹

連續概率密度函數  (p.d.f.) ( )f x 。學生須留意：
 

( ) 0f x ≥  及  ( ) d 1f x x
∞

−∞
=∫  

 
 學生須知道一個連續隨機變量  X  可取某一特
定範圍內的任何數值，而它和  p.d.f.  ( )f x  的關
係可用以下的公式表示：  
 

  ( ) (  
b

a
P a X b f x x≤ ≤ = ∫ ) d

 
 事實上， p.d.f.  的圖表，可用統計學上連續數
據的頻率曲綫來說明。  
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內容  
時間  
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   此外，學生亦應注意 
 
 ( )P X a 0= =  及 
 ( ) ( )P a X b P a X b≤ < = < <

( )P a X b P a X ( )b= < ≤ = ≤ ≤  
 
以下是一些有關的例子： 
 
 例一 (矩形分佈)  
 
 X 的概率密度函數定義為 
 

 
0 4

( )
0 ise
k x k

f x
< ≤

= 


 

 從 ( ) d 1f x x
∞

−∞
=∫  可找出

 

 同時 
1

0
( 2 1)P X f− < ≤ = ∫

 及 
3

0
( 3) 1 ( ) P X f x≥ = − ∫

 
 假設 P(X ≤ M) = b，教師
亦應注意到當 b = 0.5 時，M
 
例二 
某班機預期在早上八時正到

為早上 (8 + X) 時，X 是一個
是 
 

 

23(4 ) 2( ) 32
0 e

x xf x
 −
 − <= 


 
 教師可要求學生找出這班

早上九時至十時到達的概率

 
 教師應與學生討論累積分

 
 
 
 

  

otherw其他 
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 k 的數值。 

  ( ) dx x

 
4

3
d ( ) dx f x x= ∫

可要求學生以 b 表 M。他們
 是中位數。 

' 
達香港，但它實際到達的時間

隨機變量，其概率密度函數

2<  

機在早上七時至八時，及在

。 

佈函數中 ( )  的意義。 tφ

ere



內容  
時間  
分配  教學建議  

    離散情況： ( ) ( )
x t

t f
≤

φ = x∑     

 

 連續情況：    ( ) ( ) d
t

t f x
−∞

φ = ∫ x

 
 以下的例子，可幫助學生了解上述兩種情況： 
 
 1. 離散情況 

 
 在擲二粒骰子時，其總和大過  10 的概率為
1 (10)−φ 。 ( (10)φ 是其總和等於或少於 10 的概率。)

 
 2. 連續情況 

 
 假設 ( )aφ  代表一電燈泡的壽命少於 a 的概率，
於是  (P X ) (a a)< = φ ， ( ) ( )P a X b b a( )< < = φ −φ  及

。 ( ) 1 ( )a a−φP X > =
 

9.2 預期值及方差 5  教師可與學生重溫平均值及標準差的意義及其具體效

用，從而幫助他們了解期望值的概念。教師可用以下的簡

單例子，來闡釋此等概念。  

 例 
 
 某人贏取獎金 x = $200 的概率為 p = 0.01，則他的機
會應值 px = ($200)⋅(0.01) = $2。教師可將此概念伸延至 X
的 n 個離散值。 
 
 教師應定義離散隨機變量及連續隨機變量的期望值。

(即 ( )E X px= ∑  及 。) ( ) ( ) dE X x f x x
∞

−∞
= ∫

 
 教師亦可討論函數的期望值的定義。以下是兩個定義。

 
 當 X 是離散隨機變量， [ ]( ) ( )E g X pg x= ∑  
 

 當 X 是連續隨機變量，  [ ]( ) ( ) ( ) dE g X f x g x x
∞

−∞
= ∫
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內容  
時間  
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    在離散隨機變量方面，學生應知道  ( )E X  (= 

µ) 及  2( )E X −µ   (= Var( )X = σ2  )。教師應特別
指出  µ  是集中趨勢的量度，而  σ2 則是離差的
量度。   
 
 以下的例子可供參考。   
 
 例  
 
 在每一次考試中，甲考生的合格概率是  0.4。
如果他不合格，他會繼續參加考試，直至合格為

止，而每次考試須付費用  $120。教師可與學生計
算此考生考獲合格的預期費用。  
 
 與日常生活有關的例子如公平博奕及計算預

計盈虧等可幫助學生了解，以下是其中兩個例子。

 
 例一  
 
 在 一 項 投 資 中 ， 甲 有  0.62 的 機 會 賺 取
$5000，和  0.38 的機會虧損  $8000。  
 
 學 生 可 從 以 下 的 公 式 計 算  E(X) = µ  及
Var(X) = σ2  
 
 µ = $(5 000) (0.62) + $(−8000) (0.38) = $60 
 
 σ2 = (5000 − 60)2 (0.62) + (−8000 - 60)2 (0.38) 
 
 µ  是期望增益。  
 
 例二  
 
 一部角子機共有四個窗，每一個窗都會顯出

紅、橙、黃或藍色，而每種顏色出現的機會是均

等的，同時亦不受其他窗所顯示的顏色影響。甲

每次投入  $a，若四個窗所顯示的顏色全不相同，
則他會得到獎金  $5；若四個窗所顯示的顏色完全
相同，則獎金為  $30。在上述兩種情況外他都算
輸。 $X  是他在某一次賭博中所得的款項。  
 
 在此例中，教師可與學生討論以下問題：  
 
1. 當  ( ) 0E X = ，這遊戲是一場公平搏奕。那麼，

遊戲的合理價綫  (即  $a) 是多少 ? 
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內容  
時間  
分配  教學建議  

    2. 假設 a = 1， ( )E X  及 Var( )X  是多少 ?  
 
 學生須認識在大多數賭博中，E X  < 0。教師亦可要
求學生計算當甲每次投入的錢加倍時新的 及 ，並找出新
與舊參數的關係。若學生程度較佳，教師可著學生估計

 的數值其中 $Y 是甲玩了兩次角子機所贏得的款
項。 

( )

( )E Y

 
 在計算一些有關連續隨機變量時，教師應引用例子，

清楚列明計算 ( )E X  及 Var( )X  的步驟。 
 
 例 
 
 某一快餐店每天所需的橙汁數量是一個連續隨機變量

x，其概率密度函數 ( )f x  的形式如下： 
 

 
( ) 0 1

( )
0 elsew
ax b x x

f x
− ≤ ≤

= 


 

 
每天所需橙汁的平均數為 0.625 單位。教師可用以下的
公式計算 a 及 b： 
 

 ( ) d 1f x x
∞

−∞
=∫  及  ( ) d 0.625x f x x

∞

−∞
=∫

 
 盛載橙汁的容器總容量為 0.8 單位，每天早上，此容
器均給注滿。 
 
 假設在某一天，橙汁存量供不應求的概率為 p，p 可
根據以下公式求得：   
 

  
1

0.8
1 (0.8) ( ) dP f= −φ = ∫ x x

 
 對一些程度較佳的學生而言，教師應引導他們去證明
以下兩條公式： 
 
 [ ] [ ]( ) ( )E ag X b aE g X b+ = +   
 
及  其中 a 與 b 均是常數。 2Var( ) Var( )aX b a X+ =
 
 此外，一般學生應能證明 
 
 [ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )E g X h X E g X E h X+ = +   
 

h其他 ere
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內容  
時間  
分配  教學建議  

及 ( ) [ ] ( )22 2Var( ) ( )X E X E X E X 2= − = −µ

5

 
 
 教師可用以下的例子來解釋上述公式的應用。 
 
 例 
 
 假設 22 3Z X X= − +

E Z
，其中 X 是一隨機變量，其平

均值為 µ，方差為 σ2。  可從以下的公式計算出來。( )
 

2( ) (2 3 5)E Z E X X= − +  

   ( )
2

2 2
(2 ) (3 ) (5)

2 3 5
E X E X E+

= µ +σ − µ +
= −  

 

9.3 二項分佈 
(a) 伯努利試驗 
 二項概率 

7  教師可引用已熟習的擲毫例子來介紹伯努利試驗，並

強調在伯努利試驗中，只有兩種可能的結果。 
 
 重覆的伯努利試驗，在概率學及統計學上擔當一個重

要的角色，尤其是當此兩種可能結果，在每一次試驗中的

概率是相等的時候。學生應知道在 n 次試驗後，共有 r
次成功的概率為： 
 
 (  ) n r n r

rP r C p q −=  
 
 教師可引用更多的日常例子，來闡釋二項概率。 
 
 例一 
 
 擲一粒骰子 n 次，為使得到至少一個「六」的機會大
過 0.99，n 須符合以下的不等式： 

 51 0
6

n
 − > 
 

.99  

 
 例二 
 
 隨機將 r 個球分佈在 n 格內。教師可要求學生計算
在某一指定格內放存 k 個球 (k ≤ r) 的概率 Pk。 
 
 在此例中，學生須知道   Pk = P (在  r 次伯努利
 
 

successes次成功 
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內容  
時間  
分配  教學建議  

   試驗中有 k 次成功事件)，而 1p
n

= 。 

 

 (b) 二項分佈   此時，教師可介紹二項分佈可視作一個重覆的伯努利

試驗，而其成功的概率是相等的。此外亦可介紹這分佈的

記號 B (n, p)。 
 
 學生須認識二項分佈的公式， ( )E X np=  及
Var( )X npq= 。 
 
 教師可利用不同 n 及 p 的數值，來顯示二項分佈的
概 率 圖 表 。 學 生 應 可 觀 察 到 當

p = q= 0.5 時，此圖表是對稱的。對能力較高的學生，教
師亦可討論二項分佈的眾數。 

 

 (c) 應用   二項概率分佈可用於很多實際的事件中，以下是三個

例子。 
 
 例一 

 在某項測驗中，共有 4 條選擇題，每題均有 5 項選
擇。甲參加了是項測驗；以他所學的知識，他每條選中正

確答案的概率為 0.7；若他只是瞎猜，則選中正確答案的
概率是 0.2。甲做了全部問題。 
 
 在上述例子中，甲只知道其中 3 題的正確答案的概率
是 。 4 3

3 (0.7) (0.3)C
 
 由於甲只是瞎猜也可能得到正確答案，所以 P(正確答
案) = p 可在以下兩種情況計算出：  
 
 (a) 他確實懂得此題； 
 
 (b) 他只是瞎猜得到的答案。 
 
 假設 X 是所選正確答案的數目，教師可要求學生計算

( )E X (= 4p)，Var( )X (= 4p(1 − p)) 及  

P(X = 1)( )。 4 1 3
1 (1 )C p p= −
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   教師可提出以下問題： 
1. 答對一題得兩分，答錯一題拍一分。假設甲得 Y 分，
計算 ( )E Y  及 。 Var( )Y

 
2. 假設甲只知道其中 3 題的正確答案，他得滿分的概率
為何? 

 
3. 假設他只選中一個正確答案，他由於瞎猜而得出此答
案的概率為何? 

 
 例二 
 
 一批燈泡中有 5% 是次貨。現要根據以下的規則，測
驗一批燈泡。 
 
 (a) 測試其中 10 個燈泡的樣本。 
 
  (i) 若有兩個或以上的燈泡是次貨，則退回整批貨。
 
  (ii) 若在此樣本中沒有次貨，則接受整批貨。 
 
  (iii)若只有一個次貨，則進行以下 (b) 的測試。 
 
 (b) 再測試另外 10 個燈泡的樣本。若在今次測試中沒

有次貨，則接受整批貨，否則退回。 
 
 若有 X 個的燈泡接受測試，則要找出  
 
 P(X = 20) = 10(0.95)9(0.05)  
及 P(X = 10) = 1 − 10(095)9(0.05) 並不困難。教師亦可要
求學生計算 E(X) 及 Var( )X 。 
 
 例三 
 
 一機器所生產的貨物有 10% 是次貨。所有貨物先放
在一大盒內，由每盒抽出 n 件貨物測試。若沒有次貨，
則接受整批貨，否則退回。 
 
 為使退貨的概率最小是 0.95，n 之最低值必須符合
(0.9)n < 1 − 0.95 。若 n = 10，則 P(接受貨物) = (0.9)10 = 
p。 
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時間  
分配  教學建議  

    在 8 盒被測試的貨物中，有 5 盒被退間的概率是
。 8 3 5

3 (1 )C p p−
 

9.4 常態分佈 
(a) 基本定義 

10  常態分佈是一個十分重要的連續概率分佈例子。教師

只須寫下 p.d.f. ( )f x  的公式，但不用詳加解釋。 
 

21 1( ) exp
22

xf x
 −µ = −  σ σ π  

 

 
 學生只須認識到 ( )E X = µ  及 ，而無須

予以證明。 

2Var( )X = σ

 
 教師亦可與學生討論常態分佈被廣泛使用的原因。 
 
1. 容易運用； 
 
2. 可作為其他分佈的近似分佈。 
 
 教師可介紹由不同 µ 和 σ 所作的圖表，學生應認識
所有圖表均是鐘形，並對 x = µ 對稱。教師可介紹 N(µ, 
σ2) 是常態分佈的記號，其中µ 為平均值及 σ2 為方差。
 

 (b) 標準常態曲綫和常態

表的使用 
  常態分佈運算跟 µ 及 σ 有莫大關係。學生應發現如

以不同的參數來表列不同的常態分佈概率函數並不容

易。因此，有必要以標準單位 XZ −µ
=

σ
 作變換。學生

應不難得知 E(Z) = 0，Var(Z) = 1 及 

 

 
1 2

( )
( )

a x bP a X b P
P z Z z

−µ −µ −µ < < = < < σ σ σ 
= < <
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    下列圖表，可幫助說明以上的概念。 
 

 
 
 有陰影部分的面積相等 
 
 在下圖中，陰影部分的面積是  1(0 )P Z z< <
 

 
 

以不同的 z1 值計算出來的面積以表形式列出，稱為常態
分佈表 (此表只列到 z1 = 3.59 的數值)。學生須多加練
習，才可正確地使用此圖表。 
 
 例 
 
 X 是 N(8, 4) 
 

6 8 8 9 8(6 9)
2 2 2

( 1 0.5)
(0 1) (0 0.5)

XP X P
P X
P Z P Z

− − − < < = < < 
 

= − < <
= < < + < <
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     ( 9) ( 0.5) 0.5 (0 0.5)P X P Z P Z> = > = − < <
 
 若 P(X < k) = 0.87，則可用綫性插值法準確地計算 k 
值。 
 
 教師可提醒學生在解決此類問題時，可利用對稱性及

互補概率。此外，若 z1 值超過三位有效數字時，應採用
綫性插值法。 
 

 (c) 應用   在日常應用中，標準常態分佈是非常重要的。教師應

提供足夠的例子說明。下列的例子可供參考。 
 
 例一 
 
 某生產商用機器生產電阻。他發現其中 10% 的電阻
少於 95Ω，同時，其中 20% 是超過 110Ω。電阻 X 是
屬於常態分佈。 
 
 可由以下兩條公式求得µ 及 σ： 
 

 95( 95) 0P X P Z −µ < = < = σ 
.1  

 

 110( 110) 0.2P X P Z −µ > = > = σ 
 

 
 例二 
 
 X 是一支杆的長度，它是一個常態分佈的隨機變量，
其平均值為 µ，方差為 1。若 X 不符合某些標準，生產
高便會蒙受損失。假設利潤 M (每支杆計) 是 X 的函數
如下： 
 

 
3 8 10
1 8
5 10

X
M X

X

≤ ≤
= − <
− >

 

 
 預期的利潤 E(M) 為 

( ) 8 (10 ) 4 (8 ) 5E M = φ −µ − φ −µ − ， 
 

 其中 
21

2
1( )  d
2

z tz e−
−∞

φ =
π∫ t  是累積概率函數。 
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    假設可調節生產過程而使 µ 的值改變，則相對於最大
利潤的 µ 值可從 E(M) 對 µ 的導數中求得。 
 
 例三 
 
 一工廠生產樽裝汽水，每樽容量為 1.25 L。但是，由
於自動入樽機的偏差，每樽所含的汽水容量會隨常態分佈

而改變。據觀察所得，其中 15% 的汽水容量少於 1.25 
L，而其中 10% 容量超過 1.30 L。 
 
 學生應可求得容量分佈的平均值 µ 和標準偏差 σ。 
 
 生產一樽有  x L 汽水的成本  (以仙計 ) 為

 其中 x 是以上分佈的隨機變量。 236 62 5C x= + + x
 
 每樽汽水的預期成本是 E(C)，其中 

( )2 2( ) 36 62 5E C = + µ + µ +σ 。 
 
 20 000 樽汽水的預期成本是 20 000E(C)。 
 

 (d) 逼近常態分佈的二項
分佈 

  學生應清楚知道只有當 n 的數值大時，才可用常態近
似法來計算二項概率。在此情況下，平均值及方差分別為

np 及 npq。此外，教師亦須提醒學生在這近似計算時必
須作末端的校正。 
 
 例 
 
 擲一枚硬幣 400 次。 
 
 若 X 是所得正面的次數，則 X 是 B(400, 0.5)。用常
態近似法，它是 N(200, 100)。 

194.5 200 210.5 200(195 210)
10 10

P X P Z− − ≤ ≤ = < < 
 

 

 
 學生會有興趣知道： 
 
 (195 210) (195 210)P X P X≤ ≤ ≠ < <  
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9.5 獨立常態變量的綫性組

合 
6  學生應認識到獨立常態變量的純量倍數和亦是常態。

由此，學生不難推論： 
若  X 及  Y 是 兩 個 獨 立 常 態 變 量 ， 且 

X ~ ( )2
1 1,  N µ σ  及  Y ~ ， 則 ( 2

2 2,  N µ σ )
( )2

2σ
2 2 2

1 2 1~ ,  aX bY a b+ µ σ +N a b+ µ  而 a、b 是任意
實數。 
 
 以上結果可輕易伸展至 n 個獨立常態變量。教師可舉
例說明以上事實在日常生活中的應用。 
 

    例一 
 
 蛋糕以六個一袋出售。每一塊蛋糕的質量是常態變量

而其平均值為 25 g 及標準差為 2 g。 包裝蛋糕的物料質
量亦是常態變量而平均值是 30 g 及標準差是 4 g。求每
袋蛋糕總質量的分佈及由此求出每袋蛋糕的總質量小於

142 g 的概率。 
 
 例二 
 
 平裝書的厚度，A cm，是常態分佈，其平均值為 2 cm 
及方差為 0.63 cm2。精裝書的厚度，B cm，亦是常態分
佈而其平均值為 5 cm 及方差為 1.42 cm2。學生不難求得

2X A B= −  的分佈 ; 由此，可用常態分佈表求得一隨機
選擇的平裝書厚度小於一隨機選擇的精裝會厚度的一半

的概率。 
 

    
  34  
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